Oscilaciones amortiguadas
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1. Resumen

., Qué pasaria si Spider-man luego de lanzar unas de sus
telaranas, no lanzara otra? La respuesta es sencilla, spider-
man empezaria a oscilar tal y como lo haria un péndulo o un
nino en un columpio. Sin embargo, luego de varias oscilacio-
nes todos sabemos que poco a poco nos iremos deteniendo,
esto es debido a que en la realidad, el péndulo asi como el
sistema masa-resorte es un caso demasiado idealizado. En
realidad las fuerzas de friccion (que hemos despreciado an-
tes) siempre estan presentes. De manera que en los casos
fisicos interesantes estas fuerzas deben ser consideradas.

Una cuerda de guitarra deja de oscilar unos segundos des-
pués de ser perturbada. Para mantener a un nino feliz en un
columpio, debes seguir empujando. Aunque a menudo pode-
mos hacer que la friccién y otras fuerzas no conservadoras
sean insignificantemente pequenas, el movimiento completa-
mente no amortiguado es raro. De hecho, incluso podemos
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querer amortiguar las oscilaciones, como con los amortigua-
dores de automoviles.

Para un sistema que tiene una pequena cantidad de amor-
tiguamiento, el periodo y la frecuencia son casi los mismos
que para el movimiento armoénico simple, pero la amplitud
disminuye gradualmente como se se puede ver en el caso de
la cuerda de la guitarra. Esto ocurre porque la fuerza de
amortiguacién no conservadora elimina la energia del siste-
ma, generalmente en forma de energia térmica. En general,
la eliminacion de energia por fuerzas no conservativas se des-
cribe como

Whe = A(K +U), (1)

donde W, es un trabajo realizado por una fuerza no conser-
vadora (aqui la fuerza de amortiguacion). Para un oscilador
armoénico amortiguado, W,,. es negativo porque elimina la
energia mecénica (K + U) del sistema.

Los osciladores armoénicos amortiguados son sistemas vi-
bratorios para los cuales la amplitud de la vibraciéon dismi-
nuye con el tiempo. Dado que casi todos los sistemas fisicos
implican consideraciones como la resistencia del aire, la fric-
cion y las fuerzas intermoleculares donde la energia en el
sistema se pierde por el calor o el sonido, es importante te-
ner en cuenta la amortiguacion en los sistemas oscilatorios
realistas. Los ejemplos de osciladores armoénicos amortigua-
dos incluyen cualquier sistema oscilatorio real como un yo-
yo, un péndulo de reloj o una cuerda de guitarra: después
de comenzar a vibrar la cuerda de yoyo, reloj o guitarra, la
vibracién se ralentiza y se detiene con el tiempo, correspon-
diente a la descomposicién de volumen de sonido o amplitud
en general.

Matematicamente, los sistemas amortiguados se mode-
lan tipicamente mediante osciladores armonicos simples con
fuerzas de amortiguacion viscosas, que son proporcionales a
la velocidad del sistema y permiten una solucion facil de la
segunda ley de Newton en forma cerrada. Estas son ecuacio-
nes diferenciales ordinarias de segundo orden que incluyen
un término proporcional a la primera derivada de la am-
plitud. Como se describe a continuacién, la magnitud de la
proporcionalidad describe la rapidez con que las vibraciones
del oscilador amortiguado se reducen a nada.
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2 Antes de todo

2. Antes de todo

Una ecuacion diferencial lineal de segundo orden tiene la
forma
d?y d

P(a) 55 + Q@) + Ry =Cl). ()

donde, P(z), Q(z), R(z), y G(x) son funciones continuas.
Las ecuaciones de este tipo surge en el estudio del movi-
miento de un resorte. En esta seccién estudiamos el caso
donde, G(x) = 0, para todo x, en la ecuacion anterior. Tales
ecuaciones se llaman ecuaciones lineales homogéneas. Por lo
tanto, la forma de una ecuacion diferencial lineal homogénea
de segundo orden es
d? d

Pla) 75 + Q)22 + R(z)y =0, (3)

Dos hechos basicos nos permiten resolver ecuaciones linea-
les homogéneas. El primero de estos dice que si conocemos
dos soluciones y; v y2 de tal ecuacion, entonces la combina-
cion lineal ¢1y1 + coye también es una solucion.

El otro hecho que necesitamos viene dado por el siguiente
teorema, que se demuestra en cursos mas avanzados. Dice
que la solucién general es una combinacién lineal de dos
soluciones y; y y2 linealmente independientes. Esto significa
que ni y1 ni yo es un multiplo constante de la otra. Por ejem-
plo, las funciones f(x) = 22 y g(x) = 422 son linealmente
dependientes, pero f(z) = e¢* y g(z) = xze” son linealmente
independientes.

En general, no es facil descubrir soluciones particulares
para una ecuacion lineal de segundo orden. Pero siempre
es posible hacerlo si los coeficientes P(x), Q(z) y R(x) son
funciones constantes, es decir, si la ecuacion diferencial tiene
la forma donde, ay” + by + ¢ = 0 con a, b y ¢ constantes y
a # 0.

No es dificil pensar en algunos candidatos probables para
soluciones particulares de la Ecuacién anterior si establece-
mos la ecuacién verbalmente. Estamos buscando una funciéon
tal que una constante multiplicada por su segunda derivada
mas otra constante por la primera derivada més una tercera
constante sea igual a 0. Sabemos que la funciéon exponencial
€™ (donde r es una constante) tiene la propiedad de que su
derivada es un multiplo constante de si mismo: 3’ = re"™ y
y" = r2e™. Si sustituimos estas expresiones en la Ecuacion
anterior, vemos que €"* es una solucion si

(ar? +br +c)e™ =0, (4)

y ya que e"® nunca es 0, entonces ar? + br 4+ ¢ = 0. Por lo
tanto, a la ecuacién polinémica ar? + br + ¢ = 0 se le llama
ecuacion auxiliar (o ecuacion caracteristica) de La ecuacion
diferencial. Observe que es una ecuaciéon algebraica que se
obtiene de la ecuacién diferencial reemplazando y” por 72,
y' por r y y por 1. Algunas veces las raices y la ecuacion
auxiliar se pueden encontrar factorizando. En otros casos,

se encuentran utilizando la formula cuadratica:

b+ Vb2 — 4dac
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Hay tres casos posibles:

1. Si las raices ry de la ecuacién auxiliar son reales y de-
siguales, entonces la solucién general de ay”’ +by+c =0
es y(x) = c1e"™* 4 coe” ",

2. Si las raices r+ de la ecuacién auxiliar son reales y pe-
ro iguales, es decir r; = r_ = r, entonces la solucién
general de ay” + by +c=0es y(z) = c1e"™ + caxe™™.

3. Si las raices r4+ de la ecuaciéon auxiliar son nimeros
complejos, es decir ry = a+ify r- = a—if, que
siempre vendran a pares un nimero y su conjugado,
entonces la solucion general de ay” + by + ¢ = 0 es
y(x) = (¢1 cos Bz + co sin fx)e®™.

Los coeficientes ¢; y ¢co de las expresiones anteriores seran
siempre fijados por las condiciones iniciales del sistema, esto
es bajo la consideracion de los valores de la funcién solucion
y su derivada en algtin valor dado de x, o sea

(6)

Con esto sera suficiente para lo que viene pero seguro si
quiere profundizar mas puede consultar cualquier libro de
ecuaciones diferenciales.

yo=ylx=0), y5=dy/dz|—0)-

3. Oscilaciones amortiguadas

La figura 1 muestra una masa m unida a un resorte con
una fuerza constante —kx. La masa se eleva a una posicién
con amplitud inicial Ag, y luego es liberada. La masa oscila
alrededor de la posicion de equilibrio en un fluido con vis-
cosidad 7, pero la amplitud disminuye para cada oscilacion.
Para un sistema que tiene una pequena cantidad de amor-
tiguamiento, el periodo y la frecuencia son constantes y son
casi los mismos, pero la amplitud disminuye gradualmente
como se muestra. Esto ocurre porque la fuerza de amor-
tiguacién no conservadora elimina la energia del sistema,
generalmente en forma de energia térmica.

Damped Oscillations
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Fig. 1: Un sistema oscilante sometido a la fuerza de friccion que
le ocasiona la viscosidad del liquido en el cual se encuentra la
masa.



3 Oscilaciones amortiguadas

Considere las fuerzas que actian sobre la masa. Tenga
en cuenta que la dnica contribucién del peso es cambiar la
posiciéon de equilibrio, como se discutié anteriormente en el
capitulo. Por lo tanto, la fuerza neta es igual a la fuerza del
resorte y la fuerza de amortiguaciéon F.,. Si la magnitud de
la velocidad es pequena, lo que significa que la masa oscila
lentamente, la fuerza de amortiguacion es proporcional a la
velocidad y actiia en contra de la direccion del movimiento

Fy=—y= —V%, (7)
donde v es una constante de proporcionalidad que mide la
magnitud o intensidad de la amortiguacion, cuan fuerte o
no es el frenado de la masa debido a la friccion con el fluido.

Generalmente la fuerza de amortiguamiento depende de
varios factores y depende definitivamente de la naturaleza
del medio circundante, sin embargo una buena primera apro-
ximacion es suponer que la misma depende de la velocidad
puesto que en reposo la masa no experimenta ningin amor-
tiguamiento.

Por lo tanto, suponiendo que el eje X es el vertical mismo
en donde se mueve la masa m, la fuerza neta sobre la masa
es

d*x dx

D Fo=F— Py =ma, =m-s = —ha =y,

(8)
en notacién de Newton tenemos que

mi + & + kx =0, 9)

o dividiendo por m toda la ecuacioén, tenemos que

&+ 2B% 4+ wiz =0, (10)
donde hemos definido w? = k/m (coincide con la frecuencia
natural de oscilacién como antes en el oscilador armoénico
simple) y v = 28m. Las escogencias de estas redefiniciones
son arbitrarias pero luego cobraran sentido fisico y ademas
para facilitar las matematicas. La ecuacién anterior repre-
senta la dindmica de una particula se me mueve como un
oscilador que pierde energia debido a disipaciéon de energia
en el medio. El pardmetro omegag, como antes tiene unida-
des de rad s~!, mientras que v al tener unidades de fuerza
dividida por velocidad tiene unidades de kg/s y por lo tanto
el pardmetro nuevo (3 tiene las misma unidades de wy.

El lo que sigue vamos a resolver la ecuacion diferencial
anterior la cual es de primer orden lineal. Necesitamos una
funcién cuya segunda y primera derivada sean iguales a la
funcién sin derivar. La funcion mas simple que cumple estos
requisitos es la funcién exponencial, por lo cual podemos
suponer en primera instancia que la solucién es

z(t) = eM, (11)
donde A es una constante arbitraria. Ademas de esta solu-
cion, dado que la ecuaciéon es de segundo orden, necesitamos

dos condiciones iniciales para determinar todas las constan-
tes de integracién, las cuales pueden ser la posicién y la
velocidad inicial del movimiento. La primera determina la
amplitud inicial del movimiento, mientras que la segunda
determina la velocidad inicial como la que empieza a mover-
se la masa m.

Derivando la primera y segunda vez la solucion (11) e
introduciéndoles en la ecuacion diferencial del movimiento
(10) se tiene que v = & = Aexp Mt y a = 0 = & = A\ exp \t,
con lo cual

(A2 + 28X + wi) e =0, (12)

y dado que la funcién exponencial no puede ser cero entonces
eso restringe los valores de A, tal que

M428 A +wi =0 A= —B+4/682 - w2,

lo que implica que las dos soluciones disponibles son A\; =
B VB —wRy da=—B— /B —uR.

La forma tan simple de la solucién anterior para A justifi-
ca ahora la escogencia de las redefiniciones hechas anterior-
mente. Existe algo importante que rescatar de la solucién
anterior

(13)

» Dado que 3% — w? < B2 entonces las dos soluciones de
(13) son negativas, siendo la primera la mayor de ellas

(A1)

= ademas dependiendo del valor de 3 se pueden tener tres
tipos de situaciones las cuales hay que analizar cada una
de ellas, es decir, hay tres casos de interés: (a) 8 > wy,

(b) B=woy (c) B <wo.

e El caso 8 > wp, implica que el amortiguamiento
es mayor que la frecuencia natural de oscilacién, a
este caso se le llama Sobreamortiguamiento o Mo-
vimiento sobreamortiguado.

e El caso f = wyp, implica que el amortiguamiento
es igual que la frecuencia natural de oscilacion, a
este caso se le llama Amortiguamiento critico o
Mowvimiento criticamente amortiguado.

e El caso f < wp, implica que el amortiguamiento
es menor que la frecuencia natural de oscilacién, a
este caso se le llama Subamortiguamiento o Movi-
miento subamortiguado.

En lo que sigue analizaremos cada caso por separado y
veremos las condiciones y comportamientos de cada uno en

términos de los valores particulares de § = 5.

341. Caso 1: Movimiento sobreamortiguado

En este caso tenemos entonces que 5 > wg y por lo tanto la
cantidad en la raiz cuadrada en (13) es positiva y por lo tanto
la ecuacién para A tiene dos raices reales y negativas las

cuales son Ay = —f++/82 — w3 y A = —f—+/B? — w3, con
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lo cual, la solucién para el Oscilador sobreamortiguado
resulta completamente
z(t) = cre” Ml gpemPelt) (14)

las constantes c¢; y ¢z son constantes de integracion y se
determinan a partir de las condiciones iniciales:

To=c1+C2, Vo= —A1c1 — A2, (15)
o bien
o — Bro + x0/ % — w02 + vg
! 2/B% — w02 ’
o = B0 = 20y/B2 — w02 + v (16)
? 24/ 32 — w02 .

La figura (2) muestra el comportamiento de un oscilador
sobreamortiguado con k& = 0.4 N/m, m = 200 g, v = 0.7
kg/s, g = 40 cm, vo = 50 cm/s. Véase como la segunda
solucién es siempre menor que la primera y la soluciéon total
combinada es la suma de cada una de las partes. Dado que
A2 es menor que Ap, la solucién segundo decae mucho més
rapido y por lo tanto la mayor contribucién se realiza a partir
de )\1.

0.8

N
\
N
0.6 N
N
N
~
0.4 g
x(t) (m) 0-2
0.0 A
k=0.4 N/m, m=200g, y=0.7 kg/s, Xo =40 cm, vo =50 cm/s
—021 —_— e Mt e lRalt
- Cle—l/\llf
—0.4 1 Cze_MZH
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0
t(s)

Fig. 2: Un oscilador sobreamortiguado con k = 0.4 N/m, m = 200
g, v = 0.7kg/s, xo = 40 cm, v = 50 cm/s.

Analicemos esto fisicamente. Cuando la amortiguacion es
grande, la fuerza de friccién es tan grande que el sistema
no puede oscilar. Puede sonar extrano, pero un oscilador
armoénico sobreamortiguado no forzado no oscila. Dado que
ambos exponentes son negativos, cada solucion en este caso
va asintoticamente al equilibrio z = 0. En la parte superior
de muchas puertas hay un resorte para cerrarlas automatica-
mente. El resorte se amortigua para controlar la velocidad a
la que se cierra la puerta. Si el amortiguador es lo suficiente-
mente fuerte, de modo que el resorte esté sobreamortiguado,
entonces la puerta simplemente se vuelve a colocar en la po-
sicion de equilibrio (es decir, la posicion cerrada) sin oscilar,
lo que generalmente es lo que se desea en este caso.

Ejemplo: Un sistema sobreamortiguado.

Demuestre que el sistema & + 44 + 3z = 0 est& sobreamorti-
guado y graficar la solucién con condiciones iniciales z(0) = 1,
z(0) = 0. {Qué raiz controla qué tan rapido la solucién vuelve
al equilibrio?

Solucién: La ecuacién caracteristica es s + 4s + 3 = 0, que
posee las raices caracteristicas A1 = —1 y A2 = —3. En este
caso la solucién general es

z(t) = cre b+ coe 3,

Debido a que las raices son reales y diferentes, el sistema
esta sobreamortiguado. Las condiciones iniciales se satisfacen
cuando ¢1 = 3/2 y c2 = —1/2. Entonces,

3 ¢+ 1 3
z(t) = =e " — =e .
®) =3 5

Evidentemente ya que A1 > A2 entonces la raiz A\; contribuye
con la mayor cantidad de informacién a la solucién general.

Debido a que et va a 0 mas lentamente que e~>*/2, controla
la velocidad a la que = va a 0. (Recuerde, es el término que va
a cero el término mas lento que controla la velocidad).

1.50 === Solucion general
Solucion con Ay
1.25 4 m= Solucion con A;
1.00 4
0.75 1
x(t) 0.50
0.25 4
0.00 1
SO025E
—0.50 A
0 1 2 é 4 5]
t
3.2. Caso 2: Movimiento Criticamente

Amortiguado

En este caso 8 = wy, y por lo tanto \; = As por lo cual
se tienen dos raices reales pero iguales. Luego se desprende
que la solucion c1e~ M1t es la misma que coe ™21t y entonces
tenemos dos soluciones que son linealmente dependientes.
Para romper la dependencia lineal uno puede mostrar que
la solucion para el Oscilador criticamente amortiguado
es entonces

z(t) = (¢ + cot) e Pelt = (¢ + ept) e 7P

= (1 + cot) e” 7wt (17)
con A, es la solucién con 5 = wy.
Véase que en este caso particularmente
k
B =wy— v =2my/ — =2Vkm, (18)
m
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por lo que el factor de amortiguamiento esté fijo a partir de
su frecuencia natural. Como en el caso sobreamortiguado,
este no oscila. Vale la pena senalar que para un m y k fijo,
elegir b como el valor critico de amortiguacién proporciona
el retorno més rapido del sistema a su posicion de equilibrio.
En el diseno de ingenieria, esto es a menudo una propiedad
deseable. Los coeficientes ¢y y c¢o se obtienen de la misma
forma como en el caso anterior,

c2 = Bxo +vo = ll‘o + g (19)

2m

por lo que el movimiento criticamente amortiguado ocurre
como

C1 = Zo,

z(t) = [zo + (2myzo + vo)t] e~ 2t (20)

La figura (3) muestra el comportamiento de un oscilador

criticamente amortiguado con k¥ = 0.4 N/m, m = 200 g,

zo = 50 cm, vg = 20 cm/s, y v = (0.3,0.5,0.7,1.2) kg/s.

Véase que el sistema nunca oscila y siempre decae. Por su

puesto, cuanto mayor sea el factor de amortiguamiento, ma-
yor seré el decaimiento.

0.5 1

k=0.4 N/m, m=200 g, xo =50 cm, vo =20 cm/s
— y=0.3
y=0.5
—y=0.7
—y=1.2

0.4 4

0.3 A
x(t) (m)

0.2 1

0.0 ——

3
t(s)
Fig. 3: Un oscilador criticamente amortiguado con k = 0.4 N/m,

m = 200 g, xo = 50 cm, vo = 20 cm/s,y v = (0.3,0.5,0.7,1.2)
kg/s.

Ejemplo: Un sistema criticamente amortiguado.

Muestre que el sistema & + 42 + 4z = 0 estad criticamente
amortiguado y graficar la solucién con condiciones iniciales
z(0) =1, z(0) = 0.

Solucidn: La ecuacioén caracteristica es s> +4s +4 = 0, que
posee las raices caracteristicas A1 = A2 = —2. En este caso la
solucién general es

z(t) = (a1 + cat)e "

Debido a que las raices se repiten, el sistema esté criticamen-
te amortiguado. Las condiciones iniciales se cumplen cuando
c1 =1, co = 2. Entonces,

z(t) = (14 2t)e .

Observe que cualitativamente los gréaficos para los casos so-
breamortiguado y criticamente amortiguado son similares.

1.0 1 === Solucion general
Solucion con solo ¢

=== Solucion con solo ¢,

0.8

0.6
x(t)

0.4 +

0.2 A

0.0 1

3.3. Caso 3: Movimiento Subamortiguado

En este caso tenemos entonces que 5 < wg y por lo tanto la
cantidad en la raiz cuadrada en (13) es negativa, y las raices
son distintas pero complejas por lo que podemos hacer la
redefinicion

w? =wd - g%

En este caso las raices son

(21)

A= —B+iB, (22)

con ¢ el namero complejo v/—1.
La solucion para el Oscilador subamortiguado resulta
completamente

x(t) = cre~ Bt o o o= (B—iw)t
= [(c1 + ¢2) cos(wt) +i(cy — ¢3) sin(wt)] e P*

= [by cos(wt) + by sin(wt)] e, (23)

y dado que las funciones cos(wt) y sin(wt) estan relacionadas
por una fase de 7/2, podemos escribir la solucién convenien-
temente como

x(t) = Age ! cos(wt + 6), (24)
la cual en el caso del sistema masa- resorte es
k ~?2
t) = Age~ 't = L t49$ 25
x(t) g€ 2 cos[ gt (25)

En este caso como en los anterior las constantes Ay (am-
plitud inicial) y ¢ (la fase) pueden ser halladas a partir de
las condiciones iniciales.

Analicemos esto fisicamente. Cuando v = 0 la respuesta
es una sinusoidal y es consistente por su puesto con el caso
idealizado. La amortiguacion es producto de una fuerza de
friccion, por lo que genera calor y disipa energia. Cuando la
constante de amortiguamiento v es pequena, esperariamos
que el sistema todavia oscile, pero con una amplitud decre-
ciente a medida que su energia se convierte en calor. Con el
tiempo deberia descansar en equilibrio. Esto es exactamen-
te lo que vemos en (25). El factor cos(wt + §) muestra una
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oscilacién. El factor exponencial e~ zm! tiene un exponente
negativo y, por lo tanto, da la amplitud en descenso. Cuando
t — o0, el exponencial va asintoticamente a 0, entonces z(t)
también va asintéticamente a su posicion de equilibrio = 0.
Llamamos a w la frecuencia angular (o circular) amortigua-
da del sistema. Esto a veces se llama pseudo-frecuencia de
z(t). Debemos tener cuidado de llamarlo pseudo-frecuencia
porque z(t) no es periddica y solo las funciones periddicas
tienen una frecuencia. No obstante, x(t) oscila, cruzando
x = 0 dos veces cada pseudoperiodo.

La figura (4) muestra el comportamiento de un oscilador
subamortiguado con k = 10.5 N/m, m = 1.2 kg, Ag = 0.5
m, 6 = 3 rad. Véase como el movimiento decae suavemente
para valores pequenos de 7.

‘ k=10.5N/m, m=1.2 kg, Ac=0.5m, =3 rad
4 — y=0.004
y=0.008

— y=0.02

24

x(t) (m)
04

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600

t(s)

Fig. 4: Un oscilador subamortiguado con £ = 10.5 N/m, m = 1.2
kg, Ao =0.5m,§ = 3 rad.

Ejemplo: Un sistema subamortiguado.

Muestre que el sistema & + & + 3z = 0 estd amortiguado,
encuentre su frecuencia angular amortiguada y grafique la
solucién con las condiciones iniciales z(0) = 1, z(0) = 0.

Solucién: La ecuacién caracteristica es s* + s+ 3 = 0, que
posee las raices caracteristicas A+ = (—1 £ 4v/11)/2. En este
caso la solucién general es

z(t) = (c1 cos(V11t/2) + ca sin(v/11t/2))e />
= Ae 2 cos(V11t/2 + ).

Como las raices tienen una parte imaginaria distinta de cero,
el sistema esta subamortiguado. La frecuencia angular amor-
tiguada es w = v/11/2. Las condiciones iniciales se cumplen
cuando ¢t =1y c2 = 1/\/ﬁ Entonces,

12 4/ V11 1
11e cos< 5 t 4+ arctan \/ﬁ .

z(t) =

1.0 4 == Solucion general

0.8

0.6

0.4
x(t)

0.2

0.0 1

—0.2 1

—0.4 4

4. Energia

Debido a que en el ejemplo que hemos estado siguiendo las
fuerzas de rozamiento y fricciéon no son nulas y se han consi-
derado, la energia total del sistema no debe conservarse. De
hecho, en realidad el principio de conservaciéon de la energia
mecénica total deberia decirnos algo acerca de la disipacién
de energia al medio producto de las fuerzas de amortigua-
miento debido al medio. En el capitulo anterior mostramos
que si las fuerzas de fricciéon se suponen nulas entonces la
energia total mecanica daba una simple expresién como

K4

Etotal:K+U: 9

(26)

Supongamos que la posicién de la particula esta dada por
la expresion (24) y (25), entonces considerando nuevamente
le energia mecanica total con E = K + U = (mv? + kz?)/2,
quedaria

/{:AQ 2A2
0,-26t 4 mf 0,268t

Eopee = 2
mec 5 5 cos 2 (wt + ¢)
A2
%e*”t sin2(wt +¢). (27

Claramente cuando no hay rozamiento (y = 0 = ), la
energia total mecanica es justamente coincidente con el caso
sin rozamiento o friccion (26), sin embargo, cuando v =
2mp # 0, entonces ademés de la energia mecénica se tiene
un término no nulo adicional que representa las pérdidas de
energia en el medio debido a la fricciéon, o esquematicamente

kA2

Bpee =K +U = Te—%t = —AWy, (28)

donde AW representa el trabajo realizado en forma de pér-
dida de energia en el medio,

AWy = %Age*wt [Bcos2 (wt+ @) + wsin2 (wt + ¢@)]

2
(29)
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m— k=50,m=1.2,y=0.6, Ap=3
k=40,m=15,y=0.8, Ag=3
m—k=20,m=1.1,y=0.9, Ap=3

200 -
150
Energia

100 A

50

0 2 4 6 8 10 12 14 16
t

Fig. 5: Energia de un oscilador amortiguado para varios valores
de k,m, Aoy 7.

Ejemplo: Un sistema subamortiguado.

Un oscilador amortiguado esta formado por una masa de 40 g
y un resorte de constante elastica de 20 Nw/m. La constante
de amortiguamiento debido a la viscosidad es de 0.05 kg/s.
Calcular la velocidad angular, la frecuencia y la posicion en
un tiempo de 0.15 s, suponiendo que en t = 0 la posicién y
velocidad de la masa es de 0.3 m y 0.67 m/s, respectivamente.
Calcular también el tiempo para que la amplitud se reduzca
a la mitad de su valor original. Calcule por ultimo el tiempo
necesario para que la masa pierda el 60 % de su energia inicial.

Solucion: Tarea.

Ejemplo: Un sistema subamortiguado.

Un oscilador amortiguado estd formado por una masa de
150 g y la amplitud inicial es de 0.25 m. Si en 10 s su
amplitud se reduce a 0.15 m ;cuél deberia ser la constante de
amortiguamiento?.

Solucion: Tarea.

5. Factor de calidad en osciladores
amortiguados

Un oscilador amortiguado a menudo se describe por su
factor @ que se conoce usualmente como factor de cali-
dad. Suponga que partimos de la ecuacion (28) y conside-
ramos ver el cambio de energia en la oscilacién debido al
amortiguamiento, entonces

dE = d ["“2‘4(2)6—2&] =d [m”;AQ e—it]

1 1
—d [Eoe*t/f} — ZEye YT = _F, (30)
T T
donde como hemos definido antes Ey = mw: A3 yT="1

En este caso, tenemos que si la amortiguacion es débil y
la pérdida de energia por ciclo es pequena, podemos reem-
plazar dE por AE y dt por el periodo T. Luego tendremos
que |AE|/E en un ciclo (un periodo) est4 dado por

AFE T 2 2
(|E|) _ LT T (31)
ciclo T woT Q

donde hemos definido lo que se conoce como el factor de
calidad @, como

AF|
o

@ es, por lo tanto, inversamente proporcional a la pérdida
de energia fraccional por ciclo.

<< 1. (32)

Ejemplo: Oscilacion en circuito eléctrico.

Cuando se toca la C central en un piano (frecuencia 262 Hz),
pierde la mitad de su energia después de 4 s. (a) ;Cual es el
tiempo de decaimiento 77 (b) ;Cual es el factor @ para esta
cuerda de piano? (c¢) ;Cual es la pérdida de energia fraccional
por ciclo?

Solucién: (a) Podemos usar E = Ege '/7 y establecer E
igual Ey/2. En este caso tendriamos que

4s

7111(1/2) =5.77 s.

_ 1
(& t/‘r:§~>7’:

(b) El valor @ se puede encontrar a partir del tiempo de
caida y la frecuencia. Luego Q = wor = 27f7T = 9.50 x 10°. Y
por tanto la energia fraccional perdida por ciclo es

IAE| T 1 L
= =—=—=6.61x10".
( E ciclo T fT .

6. Oscilaciones en circuitos RLC

En circuitos eléctricos pueden producirse oscilaciones eléc-
tricas cuando en estos se tienen conectados dispositivos co-
mo resistores (R), capacitadores (C') y/o inductores (L). En
relacién a su topologia recordemos que existen dos tipos de
circuitos que pueden contener estos dispositivos: circuitos en
serio o circuitos en paralelo, como pueden verse en la figura
6.

La ecuacion diferencial que describe estos tipos de circui-
tos ha sido derivada en cursos anteriores pero uno pudiera
rehacer el ejercicio aqui con fines didacticos. Véase que los
voltajes Vg, Vo v VI que pasan por la resistencia, el capaci-
tador y el inductor, respectivamente, pueden ser calculados
y definidos como

Vi = iR, (33)

t
Vo = é/o i(7)dr, (34)
v, = 1% (35)

%7
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Circuito RLC en serie Circuito RLC en paralelo

1, R /
AN\
v == C % R L =C
L

D000

Fig. 6: Circuitos RLC en serie y en paralelo de acuerdo con su to-
pologia.

donde i es la corriente que transcurre por el circuito y por
el dispositivo.

Si consideramos el circuito en serie de la figura 6 y apli-
cando las ley de Kirchhoff de los voltajes, tenemos que
Ve + Vi + Vo = ¢(t), donde £(t) es la fuerza electromotriz
(fem) que surte energia al circuito. Ademas si consideramos
que la fem es mas o menos constante en el tiempo, entonces
podemos derivar respecto del tiempo la ecuacion para la ley
de Kirchhoff y obtener que

d*i(t)  Rdi(T) 1
= —i(r) =0.
a2 L zc'™
Esta ecuaciéon anterior es muy conocida, de hecho si ha-
cemos los cambios de variable 28 = R/L y wg = 1/(LC), la
ecuacion resultante es (10)

d%i(t) di(r)
dr? T

Esta ecuacion diferencial coincide con la ecuacion que des-
cribe las oscilaciones amortiguadas de una masa en un re-
sorte. Por lo tanto, las oscilaciones amortiguadas también
pueden ocurrir en circuitos RLC en serie con ciertos valores
de los parametros.

Ahora consideramos el circuito RLC paralelo y derivamos
una ecuacion diferencial similar para él.

Por la ley actual de Kirchhoff, la corriente total es igual
a la suma de las corrientes a través de una resistencia R,
inductor L y condensador C, tenemos que ig+iy+ic = i(t),
donde i(t) es la corriente entregada por la fem, luego

(36)

+ 28 + w2i(1) = 0. (37)

‘ Vg
in= % (38)
. dVe
c = C dt 5 (39)
. I
1, = Z/O VLdT7 (40)

pero en este caso de que la corriente sea constante i(t) = i,
tendremos que

d*V (r) 1dV(r) 1 B
dr? R T + ZV(T) =0

Como se puede ver, nuevamente tenemos la ecuacion que
describe las oscilaciones amortiguadas. Por lo tanto, el modo
oscilatorio también puede ocurrir en circuitos en paralelo.

C

(41)

64. Circuito resonante. Formula Thomson

En el caso mas simple, cuando la resistencia 6hmica es cero
(R = 0) y se elimina la fuente de fem (¢ = 0), el circuito
resonante consta solo de un condensador C y un inductor L,
y se describe por la ecuacion diferencial

d%i(t)
dt2

+wii(t) =0, (42)

2 _
donde w§ = 1/(LC).
En este circuito habra oscilaciones eléctricas no amorti-
guadas con un periodo

T = 21 =2V LC.

43
- (43)

Esta féormula se llama la féormula de Thomson en honor
del fisico britanico William Thomson (1824-1907), quien lo

derivo teéricamente en 1853.

Ejemplo: Oscilacion en circuito eléctrico.

Un circuito eléctrico consiste en una resistencia conectada en
serie de R = 100 ohmios y una bobina con inductancia L = 50
H. En el momento ¢ = 0 se conecta una fuente de voltaje de
Vo = 200 V esta conectado. Encontrar: el cambio de io(t) en
el circuito, y el cambio de voltaje a través de la resistencia
Vgr(t) y el inductor Vi (t).

Solucion: El circuito en serie RL se describe por la ecuacién
diferencial

di
Ld—z+zR:VO.

De acuerdo con la teoria general, la solucién de esta ecuacion
es la suma de la solucién general de la ecuacién homogénea g
y una solucién particular de la ecuaciéon no homogénea i1, tal
que 7 = i + ¢1. La solucién general de la ecuacién homogénea

di .

Se expresa como
io = A(Ei%t7
donde A es la constante de la integracion.

La solucién de la ecuaciéon no homogénea i; corresponde al
estado estable en el que la corriente en el circuito estd deter-
minada solo por la resistencia 6hmica i1 = Vo/R. Entonces la
corriente total varia segin la ley

Vo

_R
i =10+ 11 = Ae Lt—l— R

La constante de integracion A es determinada respecto de
la condicion inicial (¢t = 0) = 0, con lo que
Vo Vo
0=A+—= 3 A=——.
R R
Entonces, después de que se cierra el circuito, la corriente
variard de acuerdo con la ley

i:%(l—e*%*)zz(l—e*”).
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Los voltajes Vg a través de la resistencia y Vi a través del
inductor estd determinado por las siguientes férmulas:

Vi =iR=Vo(1-e £) =200(1-e?),

Vi :L@ _LWR =35

_ LVo —9 —2t
i~ R L° 00e

Ejemplo: Oscilacion en circuito eléctrico.

Un circuito eléctrico consiste en una resistencia conectada en
serie R = 1 ohmios, una bobina con inductancia L = 0.25 H y
un condensador C' = 1 pyF. ;Cuantas oscilaciones hara antes
de que la amplitud de la corriente se reduzca por un factor de e?

Solucion: En este circuito, las oscilaciones amortiguadas
ocurriran con una frecuencia

A&
LC ~ 4L*

w=

La amplitud de las oscilaciones disminuira segtn la ley
A(t) = Age™7E".

Suponga que N oscilaciones completas ocurrieron por tiem-

po t:
2w N 2w N

w 1 _ R
LC ~ ar?
Si la amplitud disminuye en e veces, entonces uno puede
escribir la siguiente ecuacién:

A) = edy > — Dy B 27N

2L _ﬁ 1 R2
LC ~— aL?

Por lo tanto, encontramos el niimero de oscilaciones N es

="

L [1 R® 1000 _

=arVIC a2 = op T

Busca mas informacion y recursos

sierraporta.github.io
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