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Oscilaciones: Ejercicios y problemas resueltos.

D. Sierra-Porta

lo tanto, el torque viene dado por

L

1. Considere el sistema que se muestra en la figura 1, r=Fr==F (2)
que consiste en una varilla de longitud L y masa M/ 2
que puede girar alrededor de su centro. Hay un pe- donde F es la fuerza que ejerce el resorte sobre el ex-
queiio orificio en el centro de la barra, que permite tremo de la barra. Por lo cual queda entonces que
que la barra gire, sin friccion, alrededor de su cen-
tro. Hay un resorte, con resorte constante %, unido a i LF _ —12kL? _ =3k P 3)
un extremo. La barra se tira hacia un lado y se libe- 21 AML2 M

ra para oscilar. ;Es el movimiento uno de movimiento

. . . . . e es con lo cual la ecuacién que representa el movimiento es
armonico simple? ;Cual es el periodo de oscilacion? d P

Exprese su respuesta en términos de M, Ly k. . 3k .
P P i 0+3M9:0%0+w89:0, (4)
A y finalmente el periodo es

m ‘ L6/2

2 [
T = - 2 —_—
L2 wo TV 3k 5)

2. Para el problema anterior suponga que ahora la mis-
ma varilla es atada a dos resortes de constantes &, y
k, respectivamente y ahora ademas la varilla gira al-
rededor de un punto que se encuentra z distancia del
extremoy a L—z del otro extremo. ;Cuan seria el nue-

k vo periodo de oscilacion? (Considere que el centro de
VW Kk masa esta en el eje de rotacion)
Fig. 1: Una varilla que rota en el centro de la misma y unida a un Ve
resorte. (Ver problema 1) B . .
’ AV e
Para determinar si el movimiento es armoénico simple, x 0
necesitamos ver si la fuerza de restauraciéon desde la
posiciéon de equilibrio es proporcional al desplazamiento ‘ 5
desde el equilibrio. Nuestro sistema es una varilla que * ‘ M
puede girar sobre su centro. La ecuacién apropiada para wvvli/lvvvvvvv‘ L WVTAIWV\I\I\!\I‘%
la rotacion alrededor de un eje fijo es L]y
To— Iﬁ — = (1) Fig. 2: Una varilla que rota en el centro de la mismay unida a dos
Tz e resortes resorte. (Ver problema 2)

donde I es la inercia rotacional sobre el eje de rotacion, En este caso la solucion es parecida a la del caso ante-
a = d?0/dt? es la aceleracion angular alrededor del eje, rior, pero considerando que:
Y Tnet €8 €l torque neto sobre el eje. La inercia rotacional
para una varilla delgada de masa M, longitud L, que = Primero, la varilla gira ahora a una distancia x
gira alrededor de su centro es M L?/12. El torque sobre del extremo, por lo cual el calculo del momento de
un eje es igual a la fuerza aplicada por el momento del inercia es ahora
brazo. En nuestro caso, si los desplazamientos angulares M2
son pequenos, la fuerza es perpendicular a la barra. Por I'=Icm+ 1= + M(z — L/2)?, (6)



donde Iops es el momento de inercia respecto del
centro de masa, que suponemos acé en la mitad de
varilla suponiendo ademas que la varilla es homo-
génea en su masa.

= Segundo, el torque neto debido al par de fuerzas de
restauracion es ahora debido a la suma de ambas
fuerzas, por lo cual

Tnet = —k1(L — 1)Azy — koxAxsy
= — (k1(L — 2)* + koz?) 6. (7)

Juntando todo lo anterior se tiene que el nuevo periodo
sera

Con M L? + 3(—2z + L)?

T = — .
wo T 12 kl (L — .’L’)2 + kz!L‘Q

(®)

Véase que si ko = 0y © = L/2, el resultado coincide
con el del problema 1.

. Encuentras un resorte en el laboratorio. Cuando cuel-
gas 100 gramos al extremo del resorte, se extiende 10
cm. Alargas la masa de 100 gramos a 6 cm de su posi-
cion de equilibrio y la sueltas en ¢ = 0. Encuentra una
ecuacion para la posicion de la masa en funcion del
tiempo ¢.

Primero encontremos el periodo de las oscilaciones, lue-
go podemos obtener una ecuaciéon para el movimiento.
El periodo T' = 27, /7. La masa m es 0.1 Kg. Para en-
contrar k, usamos el hecho de que 100 gramos hacen que
el resorte se estire 10 cm adicionales. Como Fy; = kAx,
tenemos que k = mg/Axz = 9.8 N. El periodo del mo-
vimiento es, por lo tanto, T' ~ 0.635 seg. En t = 0, la
masa esta a su distancia maxima desde el origen. Por
lo tanto, z(t) = 0.6 cos(27t/T"). Utilizando esto da que

x(t) =~ 0.6 cos(9.9¢) 9)

La funcién coseno es la apropiada, ya que en t = 0 la
masa estd a su maxima distancia del equilibrio.

. Juan tiene dos péndulos, uno tiene una longitud de
1 metro y el otro es mas largo. El los pone a ambos
balanceandose al mismo tiempo. Después de que el
péndulo de 1 metro haya completado 12 oscilaciones,
el mas largo solo ha completado 11. ;Cuanto dura el
péndulo del mas largo?

Uno puede resolver este problema tomando la razén de
la ecuacién para los periodos de los dos péndulos. Dado
que el periodo de un péndulo (para pequenas amplitu-
des) es aproximadamente T' = 27 \/7 , tenemos un par
de ecuaciones iguales para 17 y T para longitudes [ y
lo, respectivamente.

Dividiendo estas dos ecuaciones tenemos

T I
4. /2 1
o\ (10)

Resolviendo para l; tenemos

\° 12\
Iy =13 (Ti) =1x (11) ~ 1.19 m. (11)

Entonces el péndulo mas largo tiene 1.19 metros de lar-
go.

. Un resorte cuelga libremente del techo. Adjuntas un

objeto al final del resorte y sueltas el objeto. Cae una
distancia de 49 cm y vuelve a donde comenzo. Conti-
nia oscilando en un movimiento armoénico simple que
sube y baja una distancia total de 49 cm de arriba a
abajo. ;Cual es el periodo del movimiento armonico
simple?

Puede pensar que no hay suficiente informacion para re-
solver el problema, pero intentemos ver si necesitamos
saber mas sobre el sistema. Supongamos que la masa
del objeto sea m y la constante de resorte sea k. El pe-
riodo de movimiento armoénico simple para un resorte
ideal viene dado por T = 2w+/m/k. Para resolver el pe-
riodo T', necesitamos conocer la relacion de m/k. jQué
nos dicen los 49 cm? Esta es la distancia total desde
la parte superior hasta la parte inferior del movimien-
to armonico simple. Si suponemos que d = 49 cm, esto
significa que la posicion de equilibrio se encuentra d/2
desde la parte superior. Esta es la distancia que la masa
m estirarfa al resorte debido a su peso mg. En térmi-
nos de la constante del resorte tenemos mg = kd/2,
entonces m/k = d/(2g). Sustituyendo en la ecuacion el
periodo que tenemos

d T
T=2m4/— = —==0.99s. 12
29 /10 (12)

Parece que teniamos suficiente informacion después de
todo.

. Un resorte sin masa unido a una pared descansa so-

bre una mesa sin friccion. Tiene un bloque de masa de
2 kg unido a un extremo. Inicialmente el bloque esta
en reposo. Otro bloque, también de masa de 2 kg, se
desliza sobre la mesa con una velocidad de 8 m/s. En
el tiempo ¢ = 0, el bloque en movimiento choca con
el bloque en el resorte. Los dos se unen y oscilan de
un lado a otro. Si la constante de resorte es 16 N/m,
encuentre una expresion z(¢) que describa el movi-
miento de los dos bloques que estan pegados.

Como no hay fuerzas externas durante la colision, se
conserva el impulso lineal. Sea vy la velocidad final des-
pués de la colisién, entonces impetu total final = impetu
total inicial

(m1 + ma)vy = myuy,
(24 2)vy =2(8), (13)
vp=4m/s



8 m/s

4 m/s

x=0

Fig. 3: Sistema masa-resorte colicionando con otra masa que se
mueve. (Ver problema 6)

Esta velocidad de 4 m/s es la velocidad inicial para el
movimiento oscilatorio. Como el resorte obedece la ley
de Hooke, el movimiento es armoénico simple (es decir,
sinusoidal) con w = \/k/m = 2 s!. La expresién gene-
ral para el movimiento armoénico simple es:

V)
z(t) = xg coswt + = sinwt. (14)

w
Para nuestro ejemplo, o = 0 ya que los bloques estan

en x = 0 en t = 0. Por lo tanto, solo el término seno
esta presente:
x(t) = 2sin 2¢, (15)

donde ¢ esta en segundos.

. Un objeto de masa m oscila de un lado a otro en
un movimiento armonico simple. La distancia maxima
desde el equilibrio es 4, y el periodo de oscilacion es
T.Ent = 0, el objeto esta en el origen, = = 0,y se
mueve en la direccion —z. Encuentre lo siguiente en
términos de m, T y A: a) La ecuacion de movimien-
to del objeto. b) La velocidad maxima del objeto. c)
La aceleracion maxima del objeto. d) La energia total
del objeto.

a) La ecuacion de movimiento del objeto. La forma ge-
neral de la ecuacion de movimiento es z(t) = xg cos wt+
vow 'sinwt. En nuestro caso, zg = 0. Dado que la
amplitud maxima es A, tenemos vow ™! = A. Como el
objeto se mueve inicialmente en la direcciéon negativa,
vy < 0, entonces vg/w = —A. Ya que w = 27/T, la
ecuacion de movimiento es por lo tanto:

x(t) = —Asin @Tt) . (16)

b) La velocidad maxima del objeto. Para encontrar la
velocidad del objeto en cualquier momento ¢, simple-
mente podemos diferenciar x(t). Asi,

o(t) = i(t) = —M# cos (2T”t> . (17)

Como la funcién coseno varfa entre —1 y +1, la veloci-
dad méxima es 27 A/T.

c¢) La aceleracion méxima del objeto. Para encontrar
la aceleracion del objeto en cualquier momento %, solo
podemos diferenciar v(¢):

alt) = o(t) = A <2T”>2 cos <2T”t> . (18)

Como la funcioén sin varia entre —1 y 41, la aceleracion
méxima es A (27/T)>.

d) La energia total del objeto. La energia total de un
objeto que se mueve en movimiento armoénico simple es
igual a su energia cinética a medida que pasa a través de
la posicion de equilibrio. Esto es cierto ya que en z = 0
el objeto no tiene energia potencial (es decir, esta en
un minimo) y toda su energia esté en forma de energia
cinética. Por lo tanto, tenemos

m o, m (2A7r>2 _ 2A27r2m' (19)

Etotal = Evmax = 9 T T2
Nota: todas nuestras respuestas a este problema se apli-
can a cualquier tipo de movimiento armoénico simple.
Las respuestas no solo se aplican a una masa en un
resorte.

. Considere el tubo en forma de U que contiene un flui-

do que se muestra en la figura. El area de la seccion
transversal del tubo es 4, y la longitud total del tubo
es [. El liquido se empuja hacia arriba por un lado y
se libera. El fluido se mueve hacia adelante y hacia
atras en movimiento periddico (suponiendo que no
haya fuerzas de friccion). ;Es el movimiento armonico
simple? Si es asi, ;cual es el periodo del movimiento?

Fig. 4: Un tubo en forma de U que contiene un fluido. (Ver pro-
blema 8)

Para determinar qué tipo de movimiento ocurrira, des-
plazamos el fluido a una distancia y del equilibrio y
determinamos cuél es la fuerza neta. Suponga que la
superficie en el lado derecho del tubo se eleva una dis-
tancia y. Luego hay una diferencia de altura total de 2y
sobre la superficie del lado izquierdo del tubo. La fuerza
neta sobre el fluido seréa el peso del fluido contenido en
una altura de 2y, que llamamos Am. Como el area de la
seccion transversal del tubo es A, el desequilibrio de pe-
so o la fuerza neta es igual a F,.; = (Am)g = (2y)Apg,



donde p es la densidad del fluido. Como la fuerza actua
en la direccién opuesta a y tenemos:

Frer = —2Apgy. (20)

La fuerza neta es igual a la masa total del fluido multi-
plicada por su aceleracion:

mij = —2Apgy, (21)
donde m es la masa total del fluido. Como la longitud

total del fluido es [, m = Alp. Por lo tanto usando esta
expresion para m en la ecuaciéon anterior produce:

y= —Tll/- (22)
Por lo tanto, vemos que la fuerza de restauracion (es
decir, la aceleracion) es proporcional al desplazamiento
desde el equilibrio (y). La solucion a la ecuacion diferen-
cial anterior es una perfecta sinusoidal y(t) = Asinwt
donde w = 1/2¢g/l. La fuerza es una fuerza de restaura-
cién lineal y producira un movimiento armoénico simple.
El periodo T es igual a 27 /w:

[
T =2my|—.
s %

. Un circuito eléctrico consiste en una resistencia co-
nectada en serie de 2 = 100 ohmios y una bobina con
inductancia L = 50 H. En el momento ¢ = 0 se conecta
una fuente de voltaje de 1, = 200 V esta conectado.
Encontrar: el cambio de i, (¢) en el circuito, y el cambio
de voltaje a través de laresistencia V; (¢) y elinductor
Vi (¢).

El circuito en serie RL se describe por la ecuacion dife-
rencial

(23)

L@ +iR =V). (24)
dt

De acuerdo con la teoria general, la solucion de esta

ecuacion es la suma de la soluciéon general de la ecuacion

homogénea iy y una solucién particular de la ecuacion

no homogénea i1, tal que i = ig+1i1. La soluciéon general

de la ecuacién homogénea

di
L= +iR =0. 2
7 +iR=0 (25)
Se expresa como
io = Ae" Tt (26)

dénde A es la constante de la integracion.

La solucién de la ecuacién no homogénea i1 corresponde
al estado estable en el que la corriente en el circuito esta

10.

determinada solo por la resistencia 6hmica i, = V5/R.
Entonces la corriente total varia segun la ley

L _R 1%
i =19+ 11 = Ae IL?t—l—EO.

(27)

La constante de integracion A es determinada respecto

de la condicién inicial i(t = 0) = 0, con lo que
Vo Vo

0=A+—-—2A=——.

R R (28)

Entonces, después de que se cierra el circuito, la corrien-
te variard de acuerdo con la ley

iz%(l—e’%t> —2(1—e?).

Los voltajes Vg a través de la resistencia y Vi, a través
del inductor esté determinado por las siguientes férmu-
las:

(29)

Vi =iR ="V, (1 — e*%t) =200(1—e?), (30)
di LVo R _&, _ot
Ve=lg =" e " =20 (3D

Un circuito eléctrico consiste en una resistencia co-
nectada en serie R = 1 ohmios, una bobina con in-
ductancia L = 0.25 Hy un condensador C = 1 yF.
¢Cuantas oscilaciones hara antes de que la amplitud
de la corriente se reduzca por un factor de ¢?

En este circuito, las oscilaciones amortiguadas ocurriran
con una frecuencia

1 _B
LC ~ar*

w =

(32)

La amplitud de las oscilaciones disminuira segun la ley
A(t) = Age 2t (33)

Suponga que N oscilaciones completas ocurrieron por
tiempo ¢:

2rN 21N
t=NT=""o T (34)
w 1 R?
LC ~— 4L?

Si la amplitud disminuye en e veces, entonces uno puede
escribir la siguiente ecuacién:

A(t)—eA %_Et__ﬂﬂ
Y 2L [1 me
IC ~ iL?

2L
Por lo tanto, encontramos el nimero de oscilaciones IV
es

=—1. (35)

_ L. /1
7RV LC

R2
—— ~ — ~159.
412 2 59
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